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Kisim lI- Eslestirme Sorgularinin Bigcimsel Kavram
Analizi ile Modellenmesi

A Principled Approach to the Knowledge Discovery in
Databases: Part - Modelling Association Queries by
Formal Concept Analysis

Hayri Sever* ve Buket Oguz**
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Eslestirme kurallarini modelleyebilmek icin bicimsel kavram analizinden
faydalanilmistir. Bigimsel kavram analizi evreni, nesneler ve ézelliklerden
olusan topolojik bir yapi olarak gortir. Nesneler ve 6zellikler arasindaki ilis-
kiyi kullanarak kavram adi verilen birimi tanimlar. Bir kavram bir grup nes-
ne ve ozellikten olugsur. Kavramda yer alan ézellikler, kavramda yer alan
nesne grubu tarafindan tasinan ortak ézelliklerin en biyik kidmesidir. Ben-
zer bicimde nesneler, kavramda yer alan tiim ézellikleri tasiyan en blytik
nesne kimesidir. Bicimsel kavram analizi kavramlar arasindaki iligkileri in-
celemek ve kavram yapilarini kurmak igin matematige dayali bicimsel arag
ve teknikleri kullanir. Bu ¢alismada, eglestirme kurali ¢ikarimi ve bigimsel
kavram analizi arasinda bir baglanti énerilmis ve gelistirilmistir. Bir eslestir-
me sorgusu ile bulunan bagimiiliklarin kavram yapisindan elde edilebilece-
gi gbsterilmigtir. Bicimsel kavram analizi cergevesi, eslestirme kurall ¢ikari-
mini ele alabilecek bicimde genisletilmistir. Bu genisletmeyi yapabilmek icin
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eslestirme sorgularinin ézel bir bigimi olan market sepeti problemi kullanil-
mustir. Bu model, eslestirme kurall ¢ikarimi algoritmalarinin karmagikliklari-
ni ele alabilmek i¢in bir temel saglamistir. Ayrica, model diger veri maden-
ciligi problemleri i¢in birlestirilmis bir gergeve olusturmaya yardimci olabilir.

Anahtar sézclikler: Bigcimsel kavram analizi, Eslestirme sorgulari,
Bagimiik iliskileri, Kavram yapilari.

Abstract

In this study we utilize formal concept analysis to model association rules.
Formal concept analysis provides a topological structure for a universe of
objects and attributes. By exploiting the relationship between objects and
attributes, formal concept analysis then introduces an entity called a
concept. A concept is a set of attributes and objects. The attributes are
maximally possessed by the set of objects and similarly the objects are the
maximal set which all possess the set of attributes. Formal concept analysis
deals with formal mathematical tools and techniques to develop and
analyze relationship between concepts and to develop concept structures.
We propose and develop a connection between association rule mining and
formal concept analysis. We show that dependencies found by an
association query can be derived from a concept structure. We have
extended formal concept analysis framework to the association rule mining.
We use analysis of market-basket problem, a specific case of association
rule mining, to achieve this extension. This extension provides a natural
basis for complexity analysis of the association rule mining. This extension
can also help in developing a unified framework for common data mining
problems.

Keywords: Formal concept analysis, Association query, Dependency
relationships, Concept structures.
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Girig

Son yirmi yildir, veriyi toplama ve saklama kapasitesindeki ¢cok ani biyime-
ye sahit olmaktayiz. Oyle ki, bir bilgisayarin isleyebilecegi veriden daha faz-
lasi Uretilmektedir. Gergekte bu durum, diinyadaki bilgi miktarinin her 20 ay-
da bir ikiye katlandi§i1 varsayimi ile uygunluk arz etmektedir. Veri biriktiriime-
si ile es zamanli olarak onu yorumlamadaki ve 6zimsemedeki beceriksizligi-
miz, 6zdevimli ve akilli veri tabani analizi i¢in, yeni nesil araglarina ve teknik-
lerine olan ihtiyaci dogurdu. Sonug olarak, bliylk gergek-diinya veri tabanla-
rindan degerli, ilging ve dnceden bilinmeyen bilgiyi kesfetme (veya ¢ikarma)
problemi ile eslestirilen pratik uygulamalar ve olasi ¢ézimlerin kuramsal zor-
luklari nedeni ile, veri tabanlarinda bilgi kesfi (VTBK) énemli ve aktif bir aras-
tirma alanina evrimlesti. Veri tabani sistemleri, makine 6grenimi, akilli bilgi
sistemleri, istatistik ve uzman sistemler gibi birbirleri ile yakindan iligkili alan-
larca VTBK’nin birgok yénu incelendi. Calismanin ilk kisminda, VTBK'yI si-
rec esash bakis agisi ile incelemis ve 6zelinde, eglestirme sorgulari icin ¢6-
zUm cergevesi sunmustu (Sever ve Oguz, 2002). Bu makalede ise, bicimsel
kavram analizi araciliyi ile eglestirme kurallar modellenecektir.

Bicimsel Kavram Analizi (BKA) son vyillarda ilgi ¢ceken arastirma konulari
arasinda yer almaktadir, Rudolf Wille (1982) tarafindan 1980’li yillarda kafes
teorisinin genisletiimesiyle ortaya ¢ikmigtir. Kavram, matematiksel nosyon
olarak kokinu bicimsel mantiktan almaktadir. Bununla birlikte kavram cesitli
disiplinlerde genel bir mekanizma olarak karsimiza ¢cikmistir. Bu genel tanim
kapsam (extent) ve icerik (intent) olmak Uzere iki turli yapilabilir. Icerik kav-
ramin &zelliklerini, kapsam ise kavramda yer alan nesneleri verir. Nesnelerin
tasidiklari 6zelliklere gére gruplanmasina kavramlastirma denir. Bilgisayar
makineleri uzayinda, 6rnegin, kisisel bilgisayarlar kavrami makine kapasitesi
6zelligine gore elde edilir. BKA, kavramlari verilen bir baglam icinde tanimlar
ve kavramlar arasi kesin iliskiyi, baglama karsilik gelen kafes yapisini kulla-
narak inceler. Bigcimsel olarak baglam, nesneler (G), 6zellikler (M) ve nesne-
ler ile 6zellikler arasindaki iliskiden olusan (1) tg¢li cebirsel bir yapiyla (G,M,I)
ifade edilir (Wille, 1982; Davey ve Priestley, 1990).

Literatirde eslestirme kural ¢ikarimi problemine iligkin yapilan ¢calismala-
rin ¢ogu etkin bir algoritma gelistirmeye calismig, problemi matemetiksel bir
temele oturtmamistir (Agrawal, Imielinski ve Swami, 1993; Agrawal ve
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Srikant, 1994; Park, Chen ve Yu, 1995; Savasere, Omiecinski ve Navathe,
1995). Bu makalede, eslestirme kurali ¢ikarimi problemi igin bigcimsel bir cer-
cevede ifade edilerek, problemin matematiksel temeli tanimlanmigtir. Esles-
tirme sorgusu probleminin kuramsal temeli bicimsel kavram analizi konusuna
dayandiriimigtir. Eslestirme sorgusu sonucu bulunan bagimhliklarin kavram
yapisi kullanilarak elde edilebilecedi kuramsal olarak gésterilmigtir.

Makale kapsaminda eslestirme sorgulari, eslestirme sorgularinin 6zel bir
bicimi olan market sepeti problemi kullanilarak, BKA ile modellenmigstir. Mar-
ket sepeti problemi, misterilerin satin alma aligkanliklarini analiz etmek igin
kulllanilir. Burada, girdi olarak sipermarketlerde olusan satis hareketleri kul-
lanilir. Tipik bir satis hareketinde, hareket numarasi, trin kodu, Urin miktari
ve fiyati bilgileri yer alir. Bu ¢alismada, satis hareketi iliskisinden kafes yapi-
sina dénustirme kurallari tanimlanmistir. Kafes yapisindaki kavramlar, satis
hareketi verilerinin hareket numaralarina gére gruplandiriimasiyla olusturulan
uzayda, Urlnler arasindaki kapsama iligkisinden yola cikilarak tanimlanmig-
tir. Bu ilging yaklasimla olusturulan kavramlar (Griin gruplari) arasindaki ola-
sI (tam olmayan) iligkileri incelemede, glivenilirlik ve destek parametreleri kul-
lanilmistir. Eglestirme kural Gretimine taban teskil eden bu parametrelerin
hesaplanmasina ydénelik kurallar ortaya konmus ve dogrulanmistir. Ayrica,
arama uzayini sinirlandiran kurallar olusturulmus ve bu kurallarin herhangi
bir eslestirme modeline indirgenebilecedi hipotezi arastiriimistir ki, bu yénden
ele alinan ¢alismamizin eslestirme modeline sezgisel yaklagimlar yerine bi-
cimsel bir ¢cerceve kazandiracagd! savindayiz.

Tanimlanan kurallari iceren algoritmalar bi¢cimsel kavram analizi cergeve-
sinde ele alinarak gerceklestiriimistir. Bu algoritmalar, eglestirme kurallarini
verilen parametrelere goére ¢ikarmaktadir. Gelistirilen BKA modelinde, artik
eslestirmeleri sik gegen 6ge kimelerinin gérist kullanilarak budamak madm-
kandur. Bu islem, dolayli olarak daraltiimis arama uzayindaki ilgin¢ érintdle-
ri bulmamiza imkan vermektedir.

Makalede dnce bigimsel kavram analizi tartisiilmakta ve BKA notasyonu
bilesik ve/veya tanimlanamaz kavramlari kapsayacak sekilde genisletiimek-
tedir. Sonraki bélimde, eslestirme kurallarinin kafese yerlestiriimesi ve go-
risler aracihgi ile kavramlar arasi iligkilerin nasil incelenebilecegi tartisiimak-
tadir. Ek-1’de ise, kafes icin matematiksel 6n tanimlar verilmektedir.
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1. Bicimsel Kavram Analizi (BKA)

BKAT dinyayi nesneler ve nitelikler olarak modelleyen bir bilgi gdsterim bigi-
midir. Kavramin ne oldugu sorusu matematikgilerden ziyade filozoflari ilgilen-
dirmistir. Gergekte felsefenin kavram tanimi, yapilacak olan kavramin bigim-
sel tanimina temel saglar. Bir kavram, kavrama ait icerik ve kapsam degerle-
ri ile tanimlanir. Kapsam, kavramin tanimli oldugu baglamdaki tim nesneleri
icerir. Ornegin okuyucular, canli insan kavraminin kapsamidir. Icerik ise nes-
nelerin paylastiklari nitelikleri icerir. Tim canli insanlar “nefes alabilme” 6zel-
ligine sahiptir. Genellikle, bir kavrama ait olan tim nesneleri ve bu nesnele-
rin tagidiklar 6zellikleri siralamak guctir. Bu yizden nesne ve nitelik sayisi-
nin sabit oldugu belirli bir baglamda ¢alismak dogdaldir.

Ornek 1. (Giines Sistemi Baglami): Cizelge 1’de giines sistemimizdeki
gezegenler ve bu gezegenlerin bazi nitelikleri gdsteriimektedir. Giines siste-
mi baglaminda, nesneler gezegenleri; nitelikler ise gezegenlerin blyukliga-
nd (kaglk, orta, buyuk), gezegenin uydusunun var olup olmadigini (var, yok)
ve glinese uzakligini (yakin, uzak) ifade etmektedir.

Gines sistemi baglamindan kavram elde edebilmek icin su yol izlenmeli-
dir: Bir nesne alinir (6rne@in Dinya), secilen nesnenin tasidigi 6zellikler ku-
mesi (6rnegin B kumesi), B kimesindeki nitelikleri tagiyan nesneler kimesi
(6rnegin A kiimesi) belirlenir. Béylece A, B kimeleri (A,B) kavramini olustu-
rur. Bu islem baslangicta bir nesne segcmek yerine bir grup nesne secilerek
de yapilabilir. Benzer bicimde baglangicta bir nitelik veya nitelik kiimesi seci-
lip, secilen nitelik/nitelik kimesini tagiyan nesneler de belirlenilir.

B={buyulkluk-kic¢lk, uzakhk-yakin, uydu-var}
A={Dilnya, Mars}

1BKA ile ilgili formel tanimlar ve temel kuram Ek-1’de verilmistir. Bundan dolayi kullanilan jar-
gonun tanimlari igin, okuyucu gerek gortirse Ek-1’e géz atabilir. Bu bdliimde, BKA, daha akici
bir dille ve kosan-6rnek ¢ercevesinde ifade edilecektir.
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Cizelge 1: Giines Sistemi Baglami

Bu baglamdan elde edilebilecek diger kavramlar soyledir:

({Merkar, Venus},{buyuklik-kuguk, uzaklik-yakin, uydu-yok})

{JUpiter, Satirn},{buyUklik-blyUk, uzaklik-uzak, uydu-var})

(
({Uranuds, Neptin},{blyulklik-orta, uzaklik-uzak, uydu-var})
(

{Pluton},{blyUklik-kliglk, uzaklik-uzak, uydu-var})

Yukaridaki érnekten de anlasilacagi gibi, baglami, G¢ coklu olusturur:
Nesneler kimesi (G), nitelikler kiimesi (M) ve bu iki kiime arasindaki iligki (1).
Kavram ise, niteliklerce tanimlanan 6zellikleri ortak olarak paylasan maksi-
mal nesneler kimesi; ya da bagka bir deyigle, nesnelerce ortaklasa belirtilen

maksimal nitelikler kiimesi olarak tanimlanabilir.

Tanim 0: Baglam, nesneler kiimesi (G), nitelikler kimesi (M) ve bu iki
kiimenin kartezyen carpiminda tanimlanmis / ikili iliskisinden (I ¢ GxM) olu-
san (G, M, I) cebirsel Uglisuyle ifade edilir. g nesnesi ve m niteligi icin,
(g, m) € | gbsterimi yerine glm gdsterimi kullanilir ve glm “g nesnesi m ni-

teligini tasir’ anlamina gelir.
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Tanim 1: (G, M, |) baglaminda, A kiimesi baglamda yer alan nesnelerin
bir alt kimesi (Ac G) ve B kiimesi baglamda yer alan niteliklerin bir alt kiime-
si (BcM) olmak lzere,

A= b= M| (TFe = Alg Im}'.
B'=dg e G|(vm= Blg Im}:

A, A kimesinde yer alan tum nesnelerin tasidiklari maksimal ortak 6zel-
likler kimesidir. B' ise, B kimesinde yer alan tim nitelikleri tagiyan maksi-
mal nesneler kimesidir.

Tanim 2: (G,M,l) baglaminda kavram, AcG ve BcM olmak Uzere A=B ve
B=A" kosulunu saglayan (A,B) ikilisi ile tanimlanir. (A,B) kavraminda A kiime-
si (A,B) kavraminin kapsami, B kimesine ise icerigi denir.

(G,M,]) baglamindan elde edilebilecek tim kavramlar kimesi B(G,M,]) ile

gosterilsin. B(G,M,l) (zerinde bir siralama iligkisi su sekilde tanimlanir:
(A1,B1) ve (A, By) kavramlari B(G,M,I) yer alan iki kavram olsun.

(A1,B1) < (A5,B5) ancak ve ancak A; c A, (esdeger bigcimde B, < By). Bu
durumda (A4,B;) kavrami (Ao, By) kavraminin alt kavrami veya (A,,B,) kav-
rami (A;,B¢) kavraminin st kavramidir denir. G ve M kapali kimeleri arasin-

daki déniistimlerin anti-isomorfik2 oldugu gérilmektedir. Oteki deyisle, kav-
ramda yer alan nesne sayisi arttik¢a, nitelik sayisi azalir (blyik kapsama sa-
hip kavramlar kicuk icerige sahip olur). Alt kavram/list kavram kismi sirala-
masina dayanarak kavram siradlzeni olusturulur. <B(G,M,l); < > poseti (ya
da kismi sirali kiime, bkz. Ek 1) bir tam kafestir. (G,M,[) baglaminin kavram
kafesi olarak adlandirilir.

Teorem 1: Kavram kafesleri icin temel teorem:

(G,M,l) baglaminda <B(G,M,l); < > asagida tanimli supremum (join) ve
infumum (meet) esitliklerini gergekleyen tam bir kafestir.

2 Anti-isomorfik terimi es yapili olmayan anlamindadir.
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Bu teorem bir baglamdan Uretilen kavramlarin bir kafes olusturdugunu ve
kafeste yer alan bir kavramin supremum ve infimumu yukarda verilen esitlik
ile hesaplanacagini sdyler. BKA’nin cebirsel alt yapisi kafes kuramina daya-
nir. BKA, kavram adi verilen elemanlari arasindaki siralama bagintisini kul-
lanarak kafes elde eder. Elde edilen kafes nitelikler arasindaki tim iligkileri
ifade edebilecek glice sahiptir. Glines sistemi baglamindan turetilen kafes
Sekil 1°de verilmigtir.

Sekil 1: Cizelge 1’deki Giines Sistemi Baglami icin Kavram Kafesi3

3GL’ine§ Sistemi Baglamindan elde edilen kafeste, her dliglim kenarinda dtigiime iliskin etiketler
yer almaktadir. Gizimin karmasikliginin artmamasi icin etiketler kisaltiimistir. Bly(ik harfler geze-
genlerin ilk harfini, kiiglk harfler ise nitelik adinin ilk harfi-nitelik degerini temsil etmektedir.
Ornegin D dtinya b-b ise biiyiikliik biiyiik anlamina gelmektedir.
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Wille’'nin yaptigi kavram tanimi Sekil 2’deki gibi genisletilebilir. Burada,
atomik kavrami Wille'nin tanimina tekabil eder (bkz. Tanim 2). (G,M,l) bag-
laminda G ve M kumelerinin her alt kiimesi bir kavrama denk gelmez. Kav-
ram tanimlanmasina yol acan alt kimelere olurlu kiimeler adi verilir. G kiime-
sinin bir A alt kimesinin herhangi bir kavramin kapsami olabilmesi icin A’ =A
esitligini gerceklemesi gerekir. Bu durumda A kiimesi (A,A’) biricik kavrami-
nin (unique concept) kapsami olur. Benzer bicimde, M kiimesinin bir B alt ki-
mesinin herhangi bir kavramin icerigi olabilmesi icin B' =B esitligini gercekle-
mesi gerekir. Bu durumda B kimesi (B',B) biricik kavraminin icerigi olur.

Tanimlanabilir/Bilesik Kavramlar

Tanimlanabilir kavramlar, Wille’nin kavram taniminin genellestirilmis bigimi-
dir. Gergcek hayatta kullanilan pek ¢ok uygulama bilesik kavramlarin kullani-
mini gerektirir.

(G, M, I) baglaminda bir kavram tanimlayabilecek her &ézellik kiimesini
(Bj = M), S; mantiksal degiskeni ile ifade edilsin. C")rnegin Bj = {a, b, c} ise
S = (aAbAc) veya basitge S; = (a, b, c) olarak gosterilir. M dzellikler kiimesi

Uzerinde kavram tanimina yol acabilecek olurlu kimelerin tamami M ile g6s-
terilsin.

M= {S;| S; = S(B;) , Bj = M olurlu kiimeleri }
Sjve Sj degiskenleri eger her ikisi de birbirini kapsamiyorsa géreli asal de-
giskenlerdir. FcM kumesi su sekilde tanimlanir:
S={{S1,S0,..., S} Sj € M, 1<i<k, ve k> 1}
Tanim 3: (G,M,]) baglaminda tanimlanabilir/bilesik kavram AcG ve FcM
ve F kiimesi icinde yer alan degiskenler goreli asal olmak tzere kosulunu

saglayan (A, F) ikilisi ile tanimlanir. (A, F) bilesik kavraminda A kiimesi (A,F)
bilesik kavraminin kapsami, B kiimesine ise icerigi denir.
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Tanimlanamaz Kavramlar

Gorunth ve belge erisimi gibi pek cok uygulamada, nesnelerin tasidiklari
dzellikler kesin degildir. Ornegin, ayni belge kiimesi icinde bir kullanici ile il-
gili olan belgelerle diger bir kullanici ile ilgili olan belgeler kiimesi, her iki kul-
lanici ayni konular hakkinda arastirma yapiyor olsa bile tamamen 6rtisme-
yebilir. Bu ylzden kullanici olurlu olmayan bir nesneler kiimesinin 6zellikleri-
ni sorgulamak isteyebilir. Yani, kullanicinin sorgusuna mevcut kavram sira-
dizeninde cevap vermek mimkin olmayabilir. Bu durumda bir kavram cifti
elde edilemez, buna tanimlanamaz kavram adi verilir. Tanimlanamaz kavram
terimi ilk olarak kaba kiime teorisi kullanilarak ifade edilmistir4.

KAVRAM

N

Tanimlanabilir/Bilesik Tanimlanamaz
Kavram Kavram

Atomik Kavramlar
(Wille’nin tanimladigi
kavram)

Sekil 2: Kavram Cesitleri

2. Kafes Kuramina Dayal Olarak Eslestirme Kurallarinin Uretilmesi

Eslestirme sorgulari, bir iliskide bir niteligin aldigi degerler arasindaki bagim-
hliklar, anahtarda yer almayan diger niteliklere gére gruplama yapilmis veri-
leri kullanarak bulur. Esglestirme sorgularinin 6zel bir durumu olan
market-sepet iligskisi analizi, 6rnegin bir firmada, muisterilerin satin alma egili-
mi hakkinda bilgi verebilir.

4 Kaba kiime teorisi Pawlak tarafindan ortaya atilmig, veri bagimiiliklari, 6zellik segcimi ve ti-
mevarimsal siniflama gibi pek ¢ok alanda kullaniimistir (Pawlak, 1984).
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Ornek 2: Uriinler ile satis hareketleri arasinda, satin alinan (iriin miktarini
da tasiyan bir coga bir cok r(T,P,Q) iliskisi tanimlansin. Bu iliskide yer alan ni-
telikler sirasiyla séyledir: T, hareket numarasi; P, Grin kodu; Q, miktar. rilis-
kisinde anahtar nitelikler T, P nitelikleridir.

r={ <100,1,3>, <100,2,1>, <100,4,5>, <200,1,1>, <200,4,1>,
<200,3,1>, <300,1,1>, <300,2,1>, <300,4,4>, <300,5,2>,

<400,2,3>, <400,5,3>, <400,6,2>, <400,7,2>, <400,8,7>,
<500,1,6>, <500,2,3>, <500,7,4>, <600,2,1>, <600,4,1>,
<600,7,2>, <600,1,3> }

Birlikte satin alinan Grunler hangileridir sorgusu, r iligkisinde T niteligine
g6re gruplama yapilarak, P niteligi secilerek bulunur. Elde edilen bu yeni ilig-
ki rqy olsun. ry iliskisi SELECT P’ FROM r GROUP BY T AS ry(P’) deyimi ile

saglanir. Burada, SQL’in bir iliskide ¢cok degerli niteliklere izin verdigi varsa-
yilmistir.5 Buna gore:

ri (P) ={<1,2,4> <1,4,3> <1,2,4,5> <2,5,6,7,8> <1,2,7> <1,2,4,7>}.

Bu bicimdeki kiimeler market-sepet verisidir. 3(P), P Urunler kimesinin
glc kiimesini (ya da GrGn ailesini) tanimlasin. Market sepeti probleminde
amag, verilen minimum gtivenirlik (c) ve destek (s) kriterlerini saglayan ilging
eslestirmeleri, R=3(P)x3 (P), bulmaktir. xve ye 3(P) olmak Uzere <xRy,c,s>
ifadesinde y, x’e c glvenirlik degeri, ve s destek degeri ile bagimhdir (iligki-
lidir). (x,y)e R olmak Uizere guvenirlik degeri y Grinin x Grinundn bulundugu
hareketlerde yer alma olasihgidir; c=Pr(y| x) ile ifade edilebilir. Destek dege-
ri ise x ve y Urininin ayni hareket tutanaginda yer alma olasiligidir;
s=Pr(xwy)dir.

5 Eslestirme ve ardisik sorgular gibi bilgi kesfi sorgularini yanitlayacak bigimde SQL’in genisle-
tilmesi Meo, Psaila ve Ceri (1996) tarafindan ele alinmigtir.
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Guvenlik ve destek degerleri hesabi yukarida tanimlanmig ry(P’) iligkisi
kullanilarak x={1}, y={2} Grinleri icin sdyle hesaplanir: Pr(x), x kimesi icinde
yer alan tim arnlerin herhangi bir sepet varliginda bulunma olasiligi olsun.
Buna gore c(xRy)=Pr(2|1)=4/5=0.8 ve s(xRy)= Pr(102)=4/6=0.66 6. Hareket
numarasina gore gruplandiriimis market sepeti verisi Cizelge 2’de verilmistir.

Market sepeti problemi, tutanaklari 1’ler ve Q’lardan olusan bir Boolean
iliskiye déniistirtlebilir (Meo, Psaila ve Ceri, 1996). Uriin sayisi n, r{(P’) se-
pet iligkisindeki tutanak sayisi m, r4(P’) iliskisi dom(P) ile gbsterilsin. Asagi-
da verilen dénisturim islemi kullanilarak market sepeti problemi Boolean bir
iliskiye cevrilebilir.

. ~ o . L | e X

f:Xe 3(P)— <By, By, ... B> 0Oyleki Bj= e

“1(3.1)

Hareket No Uriin No Miktar
100

—_

N N(= (NN =[N oSN (=W =N
== WP WO[NNDNWWIN[A = (=== =01 |= W

200

300

400

500

600

Cizelge 2: Hareket Numarasina goére Gruplandiriimis Sepet iligkisi

6 Kime g0sterimi tek elemanli kiimeler igin kaldirilmistir. Bu yizden Pr( {1}|{2} ) ifadesi Pr( 12 )
ifadesine indirgenmistir. Ayrica, olasilik hesaplamasina tegkil eden ‘olay’ acik olarak tanimlan-
masa bile, onun 3 (P) kiime ailesinin herhangi bir elamanina karsilik geldigine dikkat edilmelidir.

26



Veri Tabanlarinda Bilgi Kesfine Formel Bir Yaklagim Bilgi Diinyasi 2003, 4(1): 15-44

Kisim 2’de tanimli ffonksiyonu, n adet nitelige sahip ve her bir niteligin de-
geri e@er i Grind X’ in bir elemani ise 1, degilse 0 olacak bigimde bir tutanak
déndurdr. Ornegin, r{(P’) iligkisinde yer alan <1,2,4> tutanagina ffonksiyonu
uygulanirsa f(<1,2,4>)=<1,1,0,1,0,0,0,0> sonucu elde edilir. Sonu¢ olarak f
fonksiyonu ry(P’) iligkisini ro(By, By, ... Bp) iligkisine gevirir. Elde edilen r; ilig-
kisi n adet nitelikten ve m adet tutanaktan olusur.

Hareket Uriin Kodu
No. 1 2 3 4 5 6 7 8
100 X X
200 X X X
300 X X X X
400 X X X X X
500 X X X
600 X X X X

Cizelge 3: Market-Sepet iligkisi icin Baglam

Bu bicimde eslestirme problemi, verilen iliskideki 1’ler arasindaki eslestir-
meleri bulma problemine dénlsir (Meo, Psaila ve Ceri, 1996) ve Boolean es-
lestirme problemi adini alir. Goraldiga gibi market-sepet iliskisi, satis hare-
ketleri nesneler kiimesi (G), Urlnler nitelikler kiimesi (M) ve Grinin ilgili ha-
rekette satin alinip/alinmadigi verisi / iliskisi olmak tzere bir (G,M,l) baglami
tanimlamak mimkundir. Cizelge 3'de satis hareketlerine ve Uriin kodlarina
goére olusturulmus bir baglam 6rnegi verilmistir. Ornek 2’de verilen
market-sepet verisi icin G={100,200,300,400,500,600} kiimesi hareket nu-
maralarini, M={1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesi, her biri nitelik ismi olarak éngdriilen
artn kodlarini icerir.

Genel olarak kjicin X,-RXj ikili iligkisi icinde yer alan X,-,XFS(P)’Ier ara-
sindaki (By'ler) tim eglestirmelerin Gretilmesi ile ilgilenilirse, r, baglamindaki
kavram kafesi kullanilabilir. Bu baglama karsilik gelen kavram kafesi
Sekil 3’te verilmistir. Bu gizgedeki baglanti énemli/6nemsiz tim eglestirmele-
ri verir.” Market-sepet iliskisinden kavram kafesi elde edebilmek i¢in asagida
verilen tanimlar yapilmahdir.

7LLiteratiirde yapilan diger calismalarda arama uzayi kontrollli olarak azaltiimaktadir. Bu maka-
lenin yaklagimi ise arama uzayini azaltmadan eslestirme kurallarini iretmektir.
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Verilen bir baglamda kavram kafesi C=<V,E>8 yonsiiz ¢izgesiyle model-
lensin. Cizgenin her bir digimu nitelikler kimesinden olusur. Ayrica her bir
digimle gecis sikligi bilgisi eslestirilir ki, bu bilgi basitce dugimde yer alan
niteliklerin, ilgili baglam icin olusturulan sepet iliskisindeki gecis sikligidir.
ve V duguimundeki nitelikleri déndiren bir a:V —3J(P) fonksiyonu olsun. V du-
gumleri Uzerinde J dizin kiimesi tanimlansin. Ayrica, her bir digimle siklik

bilgisini fr:V— N* fonksiyonu araci ile iliskilendirilsin. Tanimlanan fr fonksi-
yonu, verilen bir digiim igin Sepet iligkisindeki niteliklerin sikligini dondarard.
Cizgede bulunan her bir kenar iki digim arasindaki eslestirmeyi verir.
(vj vj)e Eise vjve vdeQUmIerinin nitelikleri arasinda bir R eslestirmesi var-
dir. C gizgesi lzerinde R eslestirme iligkisi yansimali, gegisli, karsi simetrik
bir kismi sira verir0 (jje J (a(v,-)Ha(vj) (a( vj) Ra( vj)).

2.1. Kavram Kafesinin Olusturulmasi

Verilen baglamda C=<V,E> kavram kafesini olugsturmak icin éncelikle V, E
kimelerinin bulunmasi gerekir. Kavram kafesi olusturma algoritmasi, v;ile vj

arasinda bir kenar varsa ya a(v;) c a(vj) ya da a(vj) c a(v)) fikrine dayanir.

=<V, E> cizgesinin tam kafes olmasi 6zelligi kullanilarak V dagimler kime-
sini elde etmek icin; ry(P’) iliskisindeki her bir tutanak icin bir dugum yaratilir,
tam kafes olusana dek digumler eklenir.

8 V:Ddgldmleri, E:Kenarlari temsil etmektedir.

9o = a(v)) islevi kullanilarak i. digiimde yer alan nitelikler kiimesi elde edilir. Ayni bigimde fr(v;)
kullanilarak digtmdn sepet iligkisinde gegis sikhigi elde edilir. v; dtigimdn gegis sikligi degeri
i¢in kimi zaman fr(v;) kimi zaman fr(o.) kullanilacaktir.

10R iliskisi kismi sirali kimedir (Bkz. Ek-1).
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I1-8

Sekil 3: Market-Sepet Baglami icin Kavram Kafesi

Sekil 4'te C cizgesinde yer alan dugimleri bulmak icin kullanilan yaklagim
algoritmik olarak ifade edilmigtir.
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DUGUMBUL(r¢(P’), V(C), J) YORDAMI,

DISYAPILAR;

r1(P),GIRIS;

* r1(P’) iligkisindeki tutanaklar */

V(C), CIKIS;

/* C gizgesini olusturan digumler kiimesi */

J TAMSAYI, CIKIS;

/* V(C) Gzerinde sinirlan 1-V(C) kiimesinin eleman sayisina kadar degisen dizin */
ICYAPILAR,;

KOMUTLAR,;

. r1(P’) iligkisindeki tutanaklari V(C)kimesine ekle;

2., {1,2,..n} kimelerini V(C)kimesine ekle;

3. J:=|V(C) +2;

4. ONCE YINELE, ( V(C) kimesinde degisiklik yoksa ) CIK

5. EGER (i#j) VE (a(vj)n a(vj)ﬁ V(C)) ISE [
6
7
8

—_

V(C):= V(C)u a(vj)n a(vj)
Ji=J+1;

-]
DUGUMBUL BITTI

Sekil 4: Cizgedeki Dugiimlerin Bulunmasi icin Algoritma Kesiti

Ornek market-sepet verisi Uzerinde Sekil 4'teki algoritma isletilirse
Sekil 3'teki kavram kafesi elde edilir. lik satirda r;(P’) iliskisindeki her bir tu-
tanak cizgeye diigim olarak eklenir. Ikinci satirda @ ve tim Grin kodlarini
iceren {1,2,..,8} kimesi ¢izgeye dugum olarak eklenir. Bu durumda cizgede
su dugumler yer alir: {1,2,4}, {1,4,3}, {1,2,4,5}, {2,5,6,7,8} {1,2,7}, {1,2,4,7}, F,
{1,2,..,8}. Doérduncu satirigletildiginde {1,4}, {1,2}, {2}, {1}, {2,5}, {2,7} dUgUm-
leri kafese eklenir. Algoritmanin isletimi sonladiinda V(C) kiimesinde, kav-
ram kafesinde yer alan butin dagumler bulunur.

DUGUMBUL algoritmasinin algoritma karmasikhgi su bicimdedir: Ik satir-
da O(m)1, ikinci satir O(1)dir. Bu algoritmanin en iyi calisma zamani ry(P’)
iliskisinde yer alan tutanaklar dogrusal bir sira olusturdugunda
(a(v)) < a(vj,4) 1<i<m-1) gérulir. Bu durumda dérdiincii satir O(m?2) adim ge-

rektirir.

11 m, r1(P’) iliskisinde yer alan tutanak sayisi, n nitelik sayisidir.
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Bu ylzden en iyi durumda algoritma karmasikhigi O(m2)’dir. En k6t galisma
zamani ry(P’) iligkisinde yer alan tutanaklar ( &j igin v;, vj € V(C), a(v) v

[

a(vj)={1,2,..,n}) kosulunu saglayan .| " ' tutanaklardan olusursa ortaya ¢i-
kar ve calisma zamani _:"_|I - 2" olur. Bu yuzden en ko6t calisma zamani al-
goritma karmasikiigi O(2")dir.

Bir cizgedeki kenarlar kimesi E(C)'yi olusturmak icin, V(C)de birbirleriy-
le dogrudan iligkisi olan dGgum giftleri bulunur. Eger a(v;) a(vj) ve dugim-
ler arasinda a(v;) c a(vy) a(vj) sartini saglayan bir vie V(C) digumi yok-
sa vjile vjarasmda bir kenar vardir. Buna kapsama 6zelligi denir. EGer v;, i
kapsama 6zelligini taglyorsa v; digumu vdegUmUnU tam anlamiyla kapsar
denir (tersi de sdylenebilir). E(C)de yer alan tim elemanlar, V(C)de kapsa-
ma 6zelligini saglayan tim dagum ciftleridir.

Sekil 5’de C cizgesindeki alan kenarlari bulmak igin kullanilan yaklasim al-
goritmik olarak ifade edilmistir.

KENARBUL algoritmasinin algoritma karmasikhiginin O(/3) oldugu kolay-
ca gorilebilir. Ornek market-sepet verisi izerinde, DUGUMBUL algoritmasi
sonucunda elde edilen duagumler kimesi, kenar bulma algoritmasina girdi
olarak verilirse Sekil 3'te verilen kenarlar bulunur.

Olusturulan kavram kafesinin eslestirme sorularini yanitlayabilmesi igin
her bir digimiin gecis sikhgi degeri hesaplanmalidir. w(a(v))) islevi a(v;) ni-

telikler kimesini kapsayan ve K(a(v)) ise a(v;) nitelikler kimesine 6zdes
(kapsayan ve ayni zamanda kapsanan) hareketlerin sayisini versin. fr(a(v;))

islevi asagidaki gibi hesaplanir.
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KENARBUL(V(C)) YORDAMI;

DISYAPILAR;

V(C), GIRIS;

/* C ¢izgesini olusturan dugumler kiimesi * /
ICYAPILAR,;

I, TAMSAYI;

/* C gizgesinde yer alan digumlerin sayisi * /
KOMUTLAR;

1.1 :=|V(C);

2. E(C) =g;

3. SAYARAK YINELE (i:=1,]| <=/, i:=i+1)

4. SAYARAKYINELE (j:=1,j<=1/, ji==I+1)[

5. kenarekle=YANLIS;

6. EGER (i#]) VE (a(vj) a(vj) ) ISE [

7. kenarekle=DOGRU;

8. SAYARAK YINELE (k:=1, kenarekle VE k<=l, k+1)
9. EGER (i#]j) VE (k=) VE a(v) ca(vg) a(vj)

10. kenarekle=YANLIS;

11. ]

12. EGER kenarekle ISE

13. E(C):=E(C) u { (; Vi )}
14.]

KENARBUL BITTI

Sekil 5: Cizgedeki Kenarlarin Bulunmasi i¢in Algoritma Kesiti

1. Eger vje V ry(P’) iligkisinde bir tutanak ise, fr(a(v))= K(a(v;))+ v;tara-
findan kapsanan v; dGgtmler sayisidir.

2. EQer vje V ry(P’) iligkisinde bir tutanak ise, fr(a(v;)= K(a(vy))+ v;tara-
findan kapsanan vjd[]gijmler sayisidir.

Ornek olarak Sekil 3'te yer alan digimlerin bazilarinin frekans degerleri
hesaplanmisgtir.

* fr{1,2,7})=2, fr({1,2,4})=3

e fr{1,2})=w({1,2,7})+w({1,2,4})-w({1,2,7}) nw({1,2,4})=3+2-1=4

* f{1)=w({1,4})+w({1,2})-w({1,4}) "w({1,2})=4+4-3=5
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2.2. Kavram Kafesinin Eglestirme Sorgusu Kistaslarinin Bulunmasinda
Kullanimi

o ve B, P alaninda yer alan iki kiime olsun; c(aRB) glivenlik dederi, sepet ilis-
kisi icin kurulan kavram kafesi kullanilarak, asagida tanimh kurallarin uygu-
lanmasi ile elde edilebilir.

1. ijed igin a=a(vj), B:a(vj) iken aRpe E(C) ise
c(oRB)=fr(ae U )/fr(o.)12dir. Eger B < o ise c(aRP)=1 olacaktir. Oteki deyisle
o, kimeleri ¢izgede birer digimse ve aralarinda bir kenar mevcutsa guven-

lik degeri her iki kimenin bilesiminin frekans degerinin a kiimesinin frekans
degerine oranidir.

2. ije Jigina=a(v),B= a(vj) iken a AR ¢ E(C)ise c(o.AB) degeri v;, i
dugumlerinin supremum digima'3 araciligr ile hesaplanir. a™(v;) ve a'7(vj)
dagimlerinin supremum daguma v, y=a(vyy,) olsun. Bu durumda c(a.AB)=
c(aRy)” c(yRB) olarak hesaplanir. Bc y oldugundan c(yRp)=1 dir. Bu ylzden
c(oRB )= c(o.Ry) degeridir.

3. ije Jiginaca(v), Bc;a(vj) iken eger aca(v) ve Bza(v) kosulunu sag-
layan bir v € V(C) dugimi yoksa veya a(vj) c a(vy) c a(v;) kosulunu sagla-
yan bir v dGgumu yoksa (v; den vj’ye herhangi bir dUgam araciligiyla bir ke-
nar gitmiyorsa) C cizgesinde B daima o ile birlikte yer alir. Bu durumda
c(aRB)=11dir.

4. ije Jigin aca(vy, B:a(vj’) iken aca (vy)ca(v;) kosulunu saglayan bir
vie V(C) digimi yoksa c(aAB )= c(a(vy)ARB ) dir.

5. ije Jigina=a(v, Bca(vj) iken Bca(vy)ca(v;) kosulunu saglayan bir
vk € V(C) digumi yoksa c(aAB )= c(aRa(v;)dir.

6. ije Jiginaca(v)), Bca(vj) iken Bca(vy)=a(v;) kosulunu saglayan bir
vie V(C) diugumi yoksa Bca(vm)ca(vj) kosulunu saglayan bir Ve V(C)
c(aRB)=c (a(v)R a(vj))’dir.

12 fr(o.)=0 ise c(0.RB) degeri 0 olarak kabul edilecektir.
13 Verilen iki diigdmdin en yakin ortak atasina (asagidan yukari) supremum ddigtim denir (Bkz.
Ek-1).
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7. Eger aca(v) olan hi¢ bir ve (V(C)-a'({1,2,..,n}) yoksa,

c(aRB)=cPBRa)= 0 ; ¢unkl fr@)nin sikhk degeri ne olursa olsun
friaop )=0'dir. Bu durumda tanimlanamayan hesaplamaya imkan vermemek
icin c(a AP )=0 varsayimi yapilmistir.

Onsav1:ye a(vj) ve iken yca(vy)ca(v;) kosulunu saglayan bir vie V(C)
digumda yoksa fr(y) = fr(a(v;))dir.

Onsav 2 :ijme Jigina= a(vy, p= a(vj) , Vpy=supremum{ v; ,vj}, y=a(vy,)
olsun. c(aRB )= fr(y)/fr(e)dir.

ij€ Jigin ac a(vy, Bc a(vj) olsun. aca(vi)ca(v;) kosulunu saglayan bir
vk € V(C) dugimi ve Bca(vm)ca(vj) kosulunu saglayan bir v, V(C) du-

gumleri elde edilemesin. Bu takdirde, o A3 eslestirmesinin destek dederini
bulmak icin asagidaki kurallar kullanilhr.

1. vjve vj dugumleri arasinda direkt baglanti var ise C ¢gizgesinde esles-
tirme hazir olarak bulunmaktadir. Bu durumda s(oRB )=fria B )/fr(& ) dir.

2. C gizgesinde eslestirme hazir olarak mevcut degilse i,j,me Jigin v;ve
vdegUmIerinin supremum dagimu v, destek degerini hesaplamada kullani-
hr. Bu durumda s(oRB )=fr(a(v,,))/fr(@)dir. Birinci kuralin tanimladigimiz ku-
ralin 6zel bir hali oldugunu gérmek mimkuandur.

3. ije Jigin aca(vy, [3=a(vj) iken aca(vg)ca(vj kosulunu saglayan bir
vie V(C) dugumi yoksa s(a.RB )= s(a(v;)Rp)dir.

4. ije Jigin a=a(v)), Bca(vj) iken Bca(vk)ca(vj) kosulunu saglayan bir
vie V(C) dugumi yoksa s(a.RB )= s(aRa(vj))’dir.

5. ije Jigin aca(v, Bca(vj) iken aca(vy)ca(v;) kosulunu saglayan bir
vke V(C) digimi yoksa ve Bca(vm)ca(vj) kosulunu saglayan bir v, V(C)
S(aRB)=s(a(vy)R a(vj))’dir.
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6. Eger oaca(v) olan hi¢ bir vge (V(C)-a({1,2,...,n})) yoksa,

S(@RB)=sPBRo)= 0; cinkid fr(o)fr@3)nin siklik degeri ne olursa olsun
fria B )=0dir.

Onsav 3: ijme Jicin o= a(v,-), B= a(vj) , Vm = supremum{v; ,vj}, y=a(vy)
olsun. s(@RB )= fr(y)/fr()dir.
Sekil 3'teki sepet iliskisi icin olusturulan kavram kafesi araciligi ile tanim-

lanan guvenlik ve destek kurallarinin her birinin nasil kullanildigini érnekle-
yen durumlar incelenecektir.

Ornek 3: 2R{1,2} iliskisinin glvenlik ve destek degerlerini hesaplayalim.
{2} ve {1,2} kimeleri C cizgesinde birer diigim ve aralarinda bir kenar bulun-
dugundan birinci kural kullanilarak guvenlik degeri hesaplanir.
C(2R{1,2})=fr({1,2})/fr(2)=4/5, s=(2R{1,2})=fr({1,2})/fr(J )=4/67dIr.

Omnek 4: 1R2 iliskisinin glvenlik ve destek degerlerini hesaplayalim.
{2} ve {1} kimeleri C gizgesinde birer dugimdir, ancak bu iki digim arasin-
da bir kenar yoktur. Bu ytzden ikinci kural kullanarak hesaplamalar yapilir.
Buna goére 1 ve 2digumuinin supremum digima {71,2} dagumadir. O halde
c(1R2) = ¢(1R{1,2})= 4/5, s=(1R{1,2})=4/6"dIr.

Ornek 5: 3R1 iliskisinde 3 numarali (irlin 7 numaral Griin ile birlikte bulun-
dugundan t¢ numaral kural kullanilarak degerler hesaplanir. C gizgesinde 3
numarall Grdnd iceren ancak 7 numarall UrGnU icermeyen bir digim yoktur.
¢(3R1)=1 olur. s=(3R1)=s({1,3,4}R{1})=1/6dIr.

Omnek 6: {2,4}R{2,5} iliskisi incelendiginde {2,4} kiimesinin {1,2,4} diugu-
mindn alt kimesi oldugu ve cizgede {2,4jc a(v;) — {1,2,4} kosulunu sagla-
yan bir v; digdma bulunmadigindan dordlnci kural uygulanir.
c({2,4)R{2,5))=c({1,2,4}R{2,5})=1/3, s{2,4}R{2,5})=s({1,2,4}R{2,5})=1/6.

Ornek 7: {2,5)R{2,4} iliskisi incelendiginde giivenlik degeri hesabi icin be-
sinci kuralin uygulanacag@i gorilir. c({2,5}R{2,4})=c({2,5}R{1,2,4})=1/2. Des-
tek degeri hesabi icin doérdinci kural uygulanir. Buna gére
s({2,5]R{2,4})=s({2,5}R{1,2,4})=1/6.
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Ornek 8: 5R{2,4} incelendiginde altinci glivenlik ve besinci destek kurali-
nin uygulanacagi gorulir. ¢(5R{2,4}) = c({2,5})R{1,2,4}) = 1/2, s(5R{2,4}) =
s({2,5)R{1,2,4})=1/6.

Ornek 9: {3,5}R{2,4} iliskisi incelendiginde {3,5} kiimesinin {1,2,,..8} digu-
mi diginda higbir digimdin alt kiimesi olmadigi gérulir. Bu durumda yedin-
ci glvenlik altinci destek kural uygulanir. ¢({3,5}R{2,4}) =0, s({3,5}R{2,4}) =0.

o,pe 3(P) olmak Uzere <xRy,c,s> de@erlerini hesaplayan GUVENLIK-
DESTEKHESAPLA algoritmasi Sekil 6'da verilmistir. Bu algoritmanin en iyi
galisma zamani a''(a) ve a1(B) e E(C) oldugu durumdur. Bu durumda algo-
ritma karmasikhdi O(l) dir. Herhangi iki dugimuan supremum digumdini bul-
mak O(l ) gerektirir. Bu ylizden en kétl calisma zamani algoritma karmasik-
hgr O(l 2 )dir.

Bu bélimde, analitik sonuglarin dogrulugunun testi icin bir veri kiimesinin
kafesteki gbris noktasindan yararlaniimistir. Verilen bir kiimenin kafesteki
g6rus acisi, o kiimeyi kapsayan en kuc¢ik diguman ¢izgenin iki ug dagumu-
ne, & ve tim drdnlerin yer aldigr dugumler, kadar giden tim kenar ve dugum-
lerin olusturdugu alt gizgedir. Bu gercek, cizge bir kafes oldugu icin, cizge
icindeki herhangi bir digim icin gecerlidir; yani, kiresel infimum ve supre-
mum digiamleri kafeste mutlaka yer alir.
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Sekil 6: Verilen Bir Eslestirmenin Givenlik ve Destek Degerlerinin
Hesaplanmasi

Sekil 6’da DUGUMARA ile gésterilen, C cizgesindeki ilgili digumi don-
diren yordam Sekil 7°de algoritmik olarak ifade edilmigtir.
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Sekil 7: [DUGUMARA] Cizgede Verilen Uriin Kiimesine En Yakin
Digimii Bulan Algoritma Kesiti

Sekil 8'de {1,2,4} kiimesi igin goris acisi verilmistir. Bir kimenin gorls
acisini bulabilmek icin GORUS algoritmasi (bkz. Sekil 9) gelistiriimistir. Bu al-
goritmada, dncelikle ilgili kimeyi kapsayan en kiicik digim (kafesteki her bir
dagumun bir veri/Gran kimesine tekabul ettigini g6z éniinde bulundurunuz)
bulunur ve tim infimum ve supremum diagimleri bu digumden ¢ikan kenar-
lar yardimiyla bir kuyru@a atilir. Kuyruk kullanilarak, bu dagum ile infimum dui-
gumleri arasindaki eslestirme kurallari ¢ikarilr.
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Sonug

Makale kapsaminda BKA kullanilarak eslestirme kurali ¢ikarim problemi icin
bir cerceve gelistiriimistir. Bu ¢erceve eslestirme kurali cikarimini matematik-
sel bir tabana oturtmasi agisindan yeni bir yaklasimdir. Gelistirilen gerceve
ile eslestirme sorgularinda bulunan bagimlliklarin, BKA ile elde edilebilecegi
gOsterilmistir. Eslestirme kurallarinin karsilamasi gereken minimum destek
ve guvenirlik esik 6l¢itlerinin kavram kafesi kullanilarak hesaplanabilecegi
analitik olarak gosterilmistir. Bunun yani sira, yéntem, eslestirme sorgularinin
uygulanmasina iliskin zaman/yer karmasikligi hesabinin yapiimasina olanak
tanimistir.

Sekil 8: {1,2,4} Kiimesi icin Gorisg Acisi
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Ek 1: Kafes icin Matamatiksel On Tanimlar

Tanim 1.0 [Kismi Sirali Kiimeler]: Bir A kiimesi zerindeki bir < bagintisi
yansimali, antisimetrik ve gegisli ise, bu durumda <’ye kismi siralama ve A
kimesine de kismi sirali kiime (Partially Ordered SET -POSET) denir.
POSET < bagintisi A kiimesi Gzerinde kismi sira olmak zere (A, <) ikilisi ile
gOsterilir.

GORUS (V(C), E(C), o) YORDAMI;

DISYAPILAR;

V(C), GiRIS;

/* C ¢izgesini olusturan dugumler kiimesi */

a, GIRIS;

/* P alaninda tanimli nitelik kiimesi */

v, DUGUM,;

/* v C gizgesinde bir digim (ve V(C)vea cv) */

k, KUYRUK;

/* v digimindn tdm infimum ve supremum digldmlerinin atildigi kuyruk */
on, arka TAMSAYI;

/* kuyruk Gzerinde gostergeler*/

ICYAPILAR;

KOMUTLAR;

1. v=DUGUMARA(V(C), o)

2. v digumuin tim infimum ve supremum dugimlerini E(C) aracihgiyla kuyruga at
3. Kuyrukta Yer alan Tiim Dagamler igin

4. GUVENLIKDESTEKHESAPLA(V(C), v, kuyrukta yer alan dugum)
GORUS BITTI;

Sekil 9: Goériis Algoritmasi

(a,b) kismi siralama bagintisinda yer aliyor ise a<b ile gdsterilir. A kime-
si Uzerinde kismi siralama iligkisi asagidaki 6zellikleri tasir:

Yansimali : Her ac Aigin a< aise, < yansimalidir.
Antisimetrik: a, beA,a< bve b< aiken a=b ise < antisimetriktir.
Gegcigli: a, b, ccA,a< bve b< ciken a<cise < geciglidir.
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Ornek 1.0: Gergel sayilar kiimesi Gizerinde (veya gercel sayilar kiimesinin
herhangi bir alt kimesinde) < bagintisi bir kismi siralama bagintisidir. Gln-
kd, her ac Aicin a<a (yansima), a=b, eger a< b ve b< adir (antisimetri) ve
a < bve b<c iken a<c'dir (gecislilik).

Tanim 1.1: (A, < ) bir POSET olsun, A kimesinde yer alan a ve b égeleri
efer a<b veya b<a, < bagintisinda yer aliyorsa, a ve b karsilastirilabilir 6ge-
lerdir, denir.

Tanim 1.2: (A, < ) POSET’inde her a,be Aigin a<bveya b< a, < bagin-
tisinda yer aliyorsa (A, < ) POSET’ine tamamen siral kiime denir.

Tanim 1.3: A bir POSET ve S c Aolsun. Her se Sigin s < a kosulunu
saglayan bir a € S elamani varsa, a'ya maksimal dge, her s€ Sicina<s
kosulunu saglayan bir a€ S elemani varsa, aya minimal dge denir.

Tanim 1.4: (A, <) POSETinde aec A 6gesi, her be A icin b< a dzelligini
gercekliyor ise, a 6gesine (A, <) POSET’inin en bliylik égesi denir ve T ile
gosterilir. Benzer bicimde, her be A icin a < b ise, a égesine (A, <) PO-
SET'’inin en kliglik gesi denir ve L ile gdsterilir. Bir POSET’in en fazla bir en
blylk ve bir en kiicik 6gesi vardir.

Tanim 1.5: (A, <) bir POSET ve S < A olsun. Her se Sigin s < a kosu-
lunu saglayan bir ac A 6gesi varsa, aya S kiimesinin st siniri denir. Her se
Sicin a < s kosulunu saglayan bir ac A 6gesi varsa, aya S kimesinin alt si-
niri denir. S kiimesinin tim Ust sinirlari SY ve tiim alt sinirlar S kiimeleri ile
gosterilir.

SU={ac A|(Vse S)s<a}ve S'={ac A|(Vse S)s>a}

Tanim 1.6: (A, <) bir POSET ve S < A olsun. Eger SU kimesinin en az
bir 8gesi varsa, bu 6ge x olsun, x dgesine S kiimesinin en kdigdk (st siniri
(least upper bound, lub) denir. Oteki deyisle, x 6gesinin S kiimesinin en k-
¢uk Ust sinin olabilmesi icin su kosullari tagimasi gerekir.

* x, S kiimesinin bir Ust sinir olmalidir (xe SY).

* S kiimesinin diger tim st sinirlar igin x < y olmalidir.

Boylece, en kiglk Ust sinir bir kismi sirali kimenin bir S alt kiimesi igin,
S nin tim Ust sinirlarindan olusan alt kiimenin en kic¢ik dgesidir.
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Eger S' kimesinin en az bir 6gesi varsa, bu 6ge x olsun, x 6gesine S
kiimesinin en bilylk alt siniri (greatest lower bound, glb) denir. Oteki deyis-
le, x 6gesinin S kiimesinin en buylk alt siniri olabilmesi igin su kosullar tasi-
masi gerekir.

* x, S kiimesinin bir alt siniri olmalidir (xe S/).

* S kimesinin diger tim alt sinirlari icin y < x olmalidir.

Diger bir deyisle, en blylk alt sinir bir kismi sirali kiimenin bir S alt kiime-
si icin, S nin tim alt sinirlarindan olusan alt kimenin en blyudk dgesidir.

S kiimesinin en kiicik Ust sinirina S kiimesinin supremumu denir ve sup
S ile gosterilir, en buyuk alt sinirina S kiimesinin infimumu denir ve inf S ile
gosterilir. Iki 6genin supremumu bu iki 6geden daha bilyiik olan en kiclk
6gedir (eger bdyle bir 6ge varsa bir tanedir). Benzer sekilde, iki 6genin infi-
mumu bu iki 6geden daha kucguk olan en blyik 6gedir.

S kiimesinin A kiimesine esit oldugu ve S kiimesinin bos kiime oldugu iki
u¢ durum incelenmelidir. S=A olsun. Bu durumda eger A kiimesinin en blyik
Ogesi varsa S kiimesinin supremumu A kiimesinin en blylk 6gesidir. (sup S
=T ) eger A kiimesinin en blyUk 6gesi yoksa sup S =< olur. Benzer bigim-
de S = ise eger A kiimesinin en kigilk 6gesi varsa sup & = 1, eger A ku-
mesinin en buyuk dgesi varsa inf & = T olur.

Supremum ve infimum &gelerinin bir diger gésterim bicimi soyledir. Eger
sup{x,y} mevcutsa yerine x v y (“x birlesim y’ bigiminde okunur), eger inf{x,y}
mevcutsa yerine X A y (“x kesisim y” biciminde okunur) kullanilir. S kiimesi
icin supremum ve infimum degerleri mevcutsa v S ve A S kullanilir.

Tanim 1.7 [kafes]: A bos olmayan bir POSET olsun.
* TUm x, ye Aciftleri icin x vy ve x Ay mevcutsa, A POSET’i bir kafestir.
*Tum Sc Aicin vS ve AS mevcutsa, A tam kafes olur.

A kiimesi bir kafes ise (A;A,v ) cebirsel yapiya sahiptir ve ve A kiimesin-
de tanimli igleglerdir.

Ornek 1.1: N pozitif dogal sayilarin bir elemani olsun (Ne Z*). N sayisinin
boélenleri kiimesi, Dy, ile gosterilsin, béllinebilme bagintisi altinda bir kafestir.

Sekil 1-1’de N=20 icin Dy, kafesi gérulmektedir.
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Sekil 1.1: N=20 icin, Bdliinebilme Bagintisi Altinda
Dy = {1, 2, 5, 10, 20} Kafesi

Ornek 1.2: Herhangi bir S kiimesinin 6z alt kiimeleri ailesinin < bagintisi
ile olusturdugu (3(S), <) POSET’i tam kafestir. (3 (S), <) POSET'’i asagida-
ki kosullar saglar.

3(S) POSET'ini L ile gosterelim. <L , <> lzerinde X v y=XUy ve XAy=XxNy
bicimindedir. <L , > tam bir kafestir.
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TESEKKUR

Bu calisma TUBITAK-EEEAG tarafindan 1999E03 nolu ve Kavramsal
Analizinin Eglestirme Sorgularina Uygulanmasi adli Arastirma Projesi
tarafindan desteklenmektedir.
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